Esquemas en grupos y torsores by Esquivel Araya, Jorge Arturo
UNIVERSIDAD DE COSTA RICA
SISTEMA DE ESTUDIOS DE
POSGRADO
ESQUEMAS EN GRUPOS Y
TORSORES
Tesis sometida a la consideracio´n de la Comisio´n del
Programa de Estudios de Posgrado en Matema´tica para
optar al grado y t´ıtulo de Maestr´ıa Acade´mica en
Matema´tica con e´nfasis en Matema´tica Pura Pura
JORGE ARTURO ESQUIVEL ARAYA
Ciudad Universitaria Rodrigo Facio, Costa Rica
2019
Dedicado a la Cucha
ii
Agradecimientos
Primeramente, quiero agradecer a mi familia. En especial a mis padres Jose
Antonio Esquivel Rodr´ıguez, Vilma Araya Herrera por todo su apoyo y amor,
nunca podre´ pagar todo lo que han hecho por mı´. Y a mi hermano Luis Mariano
Esquivel Araya y su esposa Scarleth Morales Pen˜a por siempre haber estado ah´ı.
Seguidamente quiero agradecer todas las personas que en los u´ltimos an˜os se han
acercado y brindado su amistad. En especial a mis compan˜eros de generacio´n de la
universidad y colegio, mis amigos de la infancia de la giralda y mis colegas de
mejenga.
Quiero agradecer a Marco Antei por su apoyo, por haber cre´ıdo en mı´ y su
compromiso. No soy digno que tener tan buena persona como supervisor y colega.
Aunque todav´ıa no se´ por que´ accedio´ ayudarme, pero cualquier cosa podra´ contar
conmigo.
Por u´ltimo, quiero agradecer a todos los profesores que influyeron en mi
crecimiento como estudiante de matema´ticas. A los profesores que me han
ayudado durante la maestr´ıa y mi comite´ asesor Pedro Mendez Hernandez, Joseph









1.1 Esquemas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Esquemas Afines en Grupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3 Torsores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.4 Brotes de Ne´ron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16





El principal objetivo es analizar la extensio´n de un G-torsor dado sobre la fibra
gene´rica de X , donde X = AnR es el espacio af´ın n-dimensional sobre un anillo de
valuacio´n discreta R . Para ello primero se estudiara´ un caso ma´s general. Se pedira´
que X sea un esquema de tipo finito y fielmente plano sobre Spec(R) con una seccio´n
x ∈ X(R), G un K -esquema af´ın en grupos de tipo finito y f : Y → X un G-torsor
punteado sobre x de manera que al considerar una inmersio´n en GLn,K el producto
contra´ıdo sea trivial. Bajo estas hipo´tesis se usara´ la relacio´n con las a´lgebras
de Hopf para realizar los ca´lculos, dando como fruto una posible extensio´n. Sin
embargo, esta opcio´n de extensio´n puede no ser fielmente plana, como consecuencia
habr´ıa que realizar un nu´mero finito de brotes de Nero´n sobre el origen de X . Por
lo tanto, por la biyeccio´n con los GLn,AnR -torsores se puede afirmar, salvo por un
nu´mero finito de brotes de Ne´ron, que siempre existe dicha extensio´n cuando X es
el espacio af´ın n-dimensional sobre R ya que todo GLn,AnR -torsor ser´ıa trivial por el
teorema de Quillen-Suslin. Finalmente, usando el isomorfismo entre el espacio af´ın
n-dimensional sobre R y el espacio resultante al realizar m-veces el brote de Ne´ron
sobre la fibra especial del origen, se verifica que dicha extensio´n.
vi
Notacio´n
R Anillo de Valuacio´n Discreta
K Cuerpo de Fracciones de R
pi Uniformizante de R
id Identidad
d Mapeo Diagonal
m Multiplicacio´n del Grupo
pi Proyeccio´n Entrada i
OX Haz estructural de X
Xη Fibra Gene´rica de X
Xs Fibra Especial de X
Ank Espacio Af´ın de dimensio´n n sobre k
(Sch/S) Categor´ıa de S-Esquemas





Al fijar S como un esquema de Dedekind de dimensio´n 1 y η = Spec(K) su punto
gene´rico, se tomara´ X un esquema y un morfismo fielmente plano X → S de tipo
finito con Xη → η su fibra gene´rica. Por lo cual al asumir la existencia de un K -
esquema af´ın en grupos G y f : Y → Xη un G-torsor, el problema de extender el
G-torsor consiste en encontrar un S -esquema en grupos plano y de tipo finito G′
cuya fibra gene´rica sea isomorfa G y un G′ -torsor f ′ : Y ′ → X que gene´ricamente
sea isomorfo al torsor dado. Este tipo de problema tiene origen en la “teor´ıa de la
especializacio´n” del matema´tico Grothendieck [9], medalla Fields en 1966. Se han
presentado soluciones a casos particulares. Grothendieck probo´ que este problema
tiene solucio´n cuando G es un esquema en grupos e´tale y cuyo orden del grupo es
finito y no es divisible por la caracter´ıstica del cuerpo residual, esto realizando una
extensio´n finita de los escalares. En particular si la caracter´ıstica residual es 0 y G
es finito entonces el problema tiene siempre respuesta positiva: es suficiente en este
caso considerar la normalizacio´n de Y en X . M. Raynaud [18] planteo´ una solucio´n
cuando S es el espectro de un anillo de valuacio´n discreta con caracter´ıstica residual
p , X es una curva suave y propia y |G| = p . El caso cuando S es el espectro
de un anillo de valuacio´n discreta R con caractr´ıstica mixta (0, p), G conmutativo
y X un esquema regular fielmente plano sobre S lo trabajo´ D. Tossici[19], en el
corolario 4.2.8 logro´ probar la posible extensio´n con algunas suposiciones extras.
Similarmente, M. Antei en las secciones 3.2 y 3.3 de [2] da una solucio´n cuando G
es conmutativo, S es un esquema de Dedekind conexo y f : X → S es un morfismo
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2fielmente plano que cumple propiedades extras y en [1] M. Antei el caso donde G es
soluble. El resultado ma´s reciente se encuentra en [3] donde M. Antei y M. Emsalem
estudian el caso en el que G es de tipo finito y no necesariamente finito. Sin embargo
no existe una solucio´n general al problema. Ma´s au´n existen grupos que no permiten
un modelo finito y plano, como lo menciona Milne [14].
En el presente trabajo se examinara´ el caso en el cual S = Spec(R) donde R es
un anillo de valuacio´n discreta con cuerpo de fracciones K , X es el espacio af´ın
n-dimensional sobre R y G es un esquema af´ın en grupos sobre K . Bajo estos
supuestos la solucio´n que se presenta es efectiva. Adema´s, durante la construccio´n
de la extensio´n, se realizara´ un nu´mero finito de brotes de Ne´ron sobre un cerrado
de la fibra especial de X; el cerrado sobre el cual se hara´ los brotes de Ne´ron siempre
sera´ el origen, es decir sin importar la dimensio´n el cerrado siempre sera´ un punto.
Ello presenta un avance en la solucio´n el problema, ya que el cerrado se sabe que es
solamente el punto origen, sin importar la dimensio´n del espacio af´ın.
Para la resolucio´n del problema, se repasara´ temas ba´sicos de geometr´ıa algebraica,
conceptos como morfismos fielmente planos, OX -mo´dulos, equivalencia de A-mo´dulos
y haces cuasicoherentes de OX -mo´dulos. Seguidamente, se presentara´ conceptos pri-
marios de los esquemas afines en grupos. Se presentara´ una definicio´n funtorial de
dichos esquemas, la cual llevara´ a una antiequivalencia catego´rica con las a´lgebras
de Hopf. El a´lgebra de Hopf asociada permitira´ realizar los ca´lculos requeridos.
Seguidamente, se estudiara´ sus representaciones y su v´ınculo con grupos de matri-
ces y cerrados del espacio de matrices. A continuacio´n, se realizara´ una presentacio´n
de los torsores los cuales en otras a´reas de la matema´tica son llamados fibrados prin-
cipales. Se exhibira´ una definicio´n de torsor y torsor trivial. Dicha disposicio´n va en
sentido opuesto al orden propuesto por Vistoli en [20], en el cual define primero un
torsor trivial y define un torsor como un objeto que bajo un cubrimiento particular
es localmente un torsor trivial. Ambos caminos son equivalentes. Se presentara´
primordialmente el producto contra´ıdo de torsores y la biyeccio´n entre las clases de
equivalencias de los OAnR -mo´dulos y las clases de isomorfismos de GLn,AnR -torsores.
3Para terminar, los prerrequisitos para la solucio´n del problema se aludira´ a los brotes
de Ne´ron, los cuales fueron presentados por A. Ne´ron en los an˜os 1961 y 1963. Ori-
ginalmente A.Ne´ron en [16] y [17] logro´ relajar las condiciones en las cuales una
variedad abeliana AK puede extenderse a un esquema A
′ sobre una parte abierta
S ′ de S , con K un cuerpo de nu´meros y S el espectro del anillo de los enteros, esto
concentra´ndose en la estructura de grupo y la suavidad. Se orientaa´ los esfuerzos en
las definiciones de un modelo de Ne´ron y brotes de Ne´ron, y la posible construccio´n




En esta seccio´n se presentara´n definiciones y proposiciones de geometr´ıa algebraica
que sera´n de utilidad ma´s adelante. El lector puede consultar las siguientes referen-
cias para mayores detalles [13], [11], [10], [7].
Se empezara´ con algunas definiciones ba´sicas sobre morfismo de esquemas.
Definicio´n 1.1. Un morfismo f : Y → X de esquemas es localmente de tipo finito
si existe un cubrimiento de X por abiertos afines Vi = Spec(Bi) tal que f
−1(Vi)
puede ser cubierto por abiertos afines Uij = Spec(Aij) donde Aij es una Bi -a´lgebra
finitamente generada. Se dice que f : Y → X es de tipo finito si cada f−1(Vi) tiene
un cubrimiento finito.
Definicio´n 1.2. Un morfismo f : Y → X de esquemas es finito si existe un cubri-
miento de Y por abiertos afines Vi = Spec(Bi) tal que f
−1(Vi) = Spec(Ai) donde
Ai es una Bi -a´lgebra, finitamente generada como Bi -mo´dulo.
Definicio´n 1.3. Un morfismo f : Y → X de esquemas es localmente de repre-
sentacio´n finita si existe un cubrimiento de Y por abiertos afines Vi = Spec(Bi) tal
que f−1(Vi) puede ser cubierto por abiertos afines Uij = Spec(Aij) donde Aij es
una Bi -a´lgebra finitamente representada.
Definicio´n 1.4. Un morfismo f : Y → X de esquemas es cuasicompacto si para
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5todo abierto V ∈ X , tal que f−1(V ) es cuasicompacto1.
Definicio´n 1.5. Un subesquema abierto de X es un esquema U , donde U es un
abierto de X y OU es isomorfo a OX|U .
Definicio´n 1.6. Una inmersio´n cerrada es un morfismo f : Y → X de esquemas
tal que f induce un homeomorfismo de Y a un cerrado de X y el mapeo inducido
f# : OX → f∗OY es sobreyectivo.
La Definicio´n 1.6 da la posibilidad de brindar una relacio´n de equivalencia de in-
mersiones cerradas bajo isomorfismo. Dos inmersiones cerradas f : Y → X y
f ′ : Y ′ → X se relacionan si existe un isomorfismo de esquemas i : Y → Y ′ tal
que f = f ′ ◦ i .
Definicio´n 1.7. Un subesquema cerrado es una clase de equivalencia de la relacio´n
de inmersiones cerradas bajo isomorfismo.
Dado un morfismo de esquemas f : Y → X , se puede construir el mapeo diagonal
usando el siguiente diagrama conmutativo:
Y








Definicio´n 1.8. El morfismo f : Y → X es separado si el morfismo diagonal
d : Y → Y ×X Y es una inmersio´n cerrada.
Las siguientes dos definiones sera´n requeridas al trabajar con brotes de Ne´ron.
Definicio´n 1.9. Sea X un esquema localmente Noetheriano2. Un punto x ∈ X se
dice regular si OX.x es regular3. Se dice que X es regular si todo punto es regular.
1Cuasicompacto significa que todo cubrimiento por abiertos tiene un subcubrimiento finito.
2Esquema que tiene una cubierta af´ın de anillos Noetherianos.
3Un anillo local A con cuerpo residual k se dice regular si dimA = dimkm/m
2 .
6Definicio´n 1.10. Sea k un cuerpo. Sea X un k -esquema localmente de tipo finito.
Entonces X es un esquema suave sobre k si existe una extensio´n algebraicamente
cerrada L de k tal que X ⊗k L : = X ×k L es regular.
Ahora se conciderara´n los OX -mo´dulos en aras de estudiar los OX -mo´dulos cuasi-
coherentes.
Definicio´n 1.11. Sea (X,OX) un espacio anillado. Un haz de OX -mo´dulos (un
OX -mo´dulo) es un haz F sobre X , tal que para todo abierto U ⊂ X , F(U) es
un OX(U)-mo´dulo y para todo V ⊂ U , el morfismo restriccio´n F(U) → F(V ) es
compatible con la estructura de modulo v´ıa el morfismo OX(U)→ OX(V ).
Definicio´n 1.12. Un morfismo f : Y → X de esquemas es un morfismo plano si
OY,y es un OX,f(y) -mo´dulo plano para todo punto y ∈ Y .
Definicio´n 1.13. Un morfismo f : Y → X es un morfismo fielmente plano si es
plano y sobreyectivo.
Definicio´n 1.14. Un OX mo´dulo es localmente libre si X se puede cubrir por
abiertos U tales que F(U) es un OX(U)-mo´dulo libre.
Definicio´n 1.15. Un haz de ideales sobre X es un haz de mo´dulos I que es un
subhaz de OX .
Ahora considere A un anillo y M un A-mo´dulo. Entonces para todo ideal primo p
de A denote Mp := M ⊗A Ap .
Definicio´n 1.16. Sea A un anillo y M un A-mo´dulo. Defina el haz asociado a M
en Spec(A), denotado por M˜ , como el haz que para todo abierto U , M˜(U) es el
conjunto de funciones s : U →∐pMp tal que s(p) ∈Mp .
Las Proposiciones 1.17, 1.19 y 1.20 se usara´n el la prueba del Teorema 2.2.
7Proposicio´n 1.17. Sea A un anillo, M un A-mo´dulo y M˜ el haz asociado a M
en X = Spec(A). Entonces
• M˜ es un OX -mo´dulo,
• Para todo f ∈ A , M˜(D(f)) 'Mf ,
• M˜(X) = M ,
• M → M˜ es un funtor exacto y totalmente fiel de la categor´ıa de A-mo´dulos
a la de OX -mo´dulos,
• Si f : Spec(B)→ Spec(A), entonces f ∗(M˜) ' ˜(M ⊗A B).
La prueba se puede encontrar en el Cap´ıtulo 2 de [10].
Definicio´n 1.18. Un haz de OX -mo´dulos F se dice cuasicoherente si existe un
cubrimiento por abiertos afines Ui = Spec(Ai), tal que para todo Ui existe un
Ai -mo´dulo tal que F(Ui) ' M˜i .
Proposicio´n 1.19. Sea A un anillo y X = Spec(A). Entonces M → M˜ es una
equivalencia entre la categor´ıa de A-mo´dulos y la categor´ıa de los haces cuasicohe-
rentes de OX -mo´dulos.
La prueba se puede encontrar en el Cap´ıtulo 2 de [10].
Proposicio´n 1.20. Sea X = Spec(A) un esquema af´ın y M un A-mo´dulo, entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. M es un A-mo´dulo plano finitamente presentado,
2. M˜ es un OX -mo´dulo localmente libre de tipo finito,
3. M es un A-mo´dulo proyectivo finitamente generado.
La prueba se puede encontrar en el Cap´ıtulo 7 de [7].
Los siguientes conceptos se ocupara´n al estudiar los brotes de Ne´ron.
8Definicio´n 1.21. Sea Y un subesquema cerrado de X e i : Y → X el morfismo
inclusio´n. Defina el haz de ideales de Y , denotado por IY , como el nucleo del
morfismo i# : OX → i∗OY .
Sea f : Y → X un morfismo de esquemas. Entonces existe un u´nico subesquema
cerrado Im(f) de Y que satisface las siguientes condiciones:
1. f se factoriza a trave´s de la inclusio´n i : Im(f) ↪→ Y ,
2. Si f se factoriza a trave´s de la inclusio´n Z ↪→ Y de un subesquema cerrado Z ,
entonces i : Im(f) ↪→ Y se factoriza a trave´s de Z ↪→ Y .
Definicio´n 1.22. Llame Im(f) la imagen esquema´tica de f y denote el correspon-
diente haz cuasicoherente de ideales de OY por If .
Cuando f es una inmersio´n cerrada cuasicompacta entonces Im(f) se llamara´ la
clausura esquema´tica de X en Y .
Los siguientes conceptos sera´n fundamentales para elaborar una biyeccio´n de los
OX -mo´dulos cuasicoherentes y los GLn,K -torsores:
Definicio´n 1.23. Sea S un esquema, defina la categor´ıa de S -esquemas o esquemas
sobre S, denotada por (Sch/S), la categor´ıa cuyos objetos son morfismos de esque-
mas (h : X → S) y las flechas dos objetos (h : X → S), (j : Y → S) son morfismos
de esquemas v : X → Y que satisfacen h = j ◦ v .
Sea (h : X → S) un S -esquema. Entonces un punto v de h corresponde a un
morfismo v : S → X . Ahora si Y es un X -esquema, defina Yv como el objeto que
hace al siguiente diagrama cartesiano:
Yv Y
Spec(S) Spec(X)v
9Si u : Y → Y ′ es un morfismo de X -esquemas, defina uv : Yv → Y ′v como el morfismo







El siguiente resultado sera´ de utilidad en la prueba del Lema 2.1.
Lema 1.24 (Crite`re de platitude par fibres). Sean S un esquema, g : X → S ,
h : Y → S dos morfismos localmente de representacio´n finita, y f : X → Y un
S -morfismo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. g es plano y fs : Xs → Ys es plano para todo punto s ∈ S .
2. h es plano para todos los puntos de F (X) y f es plano.
La prueba se puede encontrar en el Cap´ıtulo 11 de [8].
Ahora bien si f : (Y,G) → (X,F) es un morfismo de espacios anillados, se puede
construir f−1F como el haz asociado al prehaz f+F , donde f+F(U) := lim−→
f(U)⊂V
F(V )
para todo abierto U de Y .
Entonces si G un OX -mo´dulo y f : (Y,OY ) → (X,OX) un morfismo de espacios
anillados, entonces se denotara´ f ∗G := OY ⊗f−1OX f−1G .
Entonces si G y H son dos OS -mo´dulos cuasicoeherentes, defina el funtor
Isom(G,H) : (Sch/S)op → Set
que toma un objeto (h : T → S) y lo env´ıa a IsomOT (h∗G, h∗H) y para todo
morfismo u : (h : T → S) → (j : T ′ → S), IsomOT (h∗G, h∗H)(u)(τ) se define con
los siguientes isomorfismos:
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h∗G ' u∗(j∗G) u∗τ−→ u∗(j∗H) ' h∗H
Proposicio´n 1.25. Existe una transformacio´n natural invertible entre el funtor
Isom(G,H) : (Sch/S)op → Set y el funtor HomS(−, X) : (Sch/S)op → Set para
algu´n objeto X, es decir Isom(G,H) es funtor representable.
La prueba se puede encontrar en el Cap´ıtulo 16 de [7].
1.2 Esquemas Afines en Grupos
En esta seccio´n se estudiara´n conceptos ba´sicos de los esquemas afines en grupos
sobre un anillo k . Se enfocara´ principalmente en su antiequivalencia con las k -
a´lgebras de Hopf y la estructura de A-como´dulo de un k -mo´dulo.
Definicio´n 1.26. Se define un esquema af´ın en grupos sobre k como un funtor
representable de la categor´ıa de k -a´lgebras a la categor´ıa de grupos.
Otra opcio´n es definir un esquema af´ın en grupos sobre k como un objeto tipo grupo
en la categor´ıa de los esquemas afines sobre k .
Definicio´n 1.27. Considere una categor´ıa A con productos finitos; es decir con un
objeto final 1 y cualesquiera dos objetos tienen producto en A . Un objeto G es
tipo grupo en la categor´ıa A si existen morfismos m : G × G → G , e : 1 → G y

























En este trabajo una k -a´lgebra de Hopf sera´ una k -a´lgebra A con tres mapeos  : A→
k , ∆: A→ A⊗ A y S : A→ A que hacen los siguientes diagramas conmutar:















Si F y G son esquemas afines en grupos representados por B y C respectivamente,
entonces F × G es representado por B ⊗k C . Ahora si G es un esquema af´ın
en grupos representado por A , entonces satisface los diagramas de un objeto tipo
grupo:















es decir A es un k -a´lgebra de Hopf.
Ahora si A es un k -a´lgebra de Hopf, defina el funtor F (X) := Hom(A,X) =
hA(X) para toda k -a´lgebra X . Note que F es un esquema af´ın en grupos. Si
f : A → B un morfismo de k -a´lgebras de Hopf, se tiene la transformacio´n natural
τf : Hom(B,X) → Hom(A,X) dada por ϕ → ϕ ◦ f para toda k -a´lgebra X . De
manera similar toda transformacio´n natural γ : Hom(B,X) → Hom(A,X) esta´
determinada por la imagen de id ∈ hB(B).
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Teorema 1.28. Existe una antiequivalencia entre la categor´ıa de k -a´lgebras de Hopf
y la categor´ıa de los esquemas afines en grupos sobre k .
La prueba se puede encontrar en el Cap´ıtulo 1 de [21].
Definicio´n 1.29. Un esquema af´ın en grupos G se dice algebraico si es representado
por un a´lgebra finitamente generada.
Teorema 1.30. Todo esquema af´ın en grupos algebraico sobre un cuerpo k es
isomorfo a algu´n subgrupo cerrado de GLn,k .
La prueba se puede encontrar en el Cap´ıtulo 3 de [21].
Ahora sea V un k -mo´dulo. Se puede definir el funtor X de la categor´ıa de las
k -a´lgebras de Hopf a la categor´ıa de conjuntos, dado por X(R) = V ⊗R para toda
k -a´lgebra R . Si G es un esquema af´ın en grupos que actu´a sobre X , la accio´n
de G(R) se dice R-lineal si es compatible con la suma y multiplicacio´n escalar del
R-mo´dulo X(R). Si la accio´n de G(R) es R-lineal se dira´ que es una representacio´n
lineal de G en V .
Teorema 1.31. Sea G un esquema af´ın en grupos representado por A . Una rep-
resentacio´n lineal de G en V corresponde a un mapeo k -lineal ρ : V → V ⊗A que
hace conmutar siguientes diagramas:
V V ⊗ A









La prueba se puede encontrar en el cap´ıtulo 3 de [21].
El k -mo´dulo V se le llama A-como´dulo y al mapeo k -lineal se llama coaccio´n.
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1.3 Torsores
Para esta parte se enfocara´ en los torsores, principalmente su producto contra´ıdo,
su trivialidad y prestaremos atencio´n a los GLn,AnR -torsores. As´ı que se tomara´ un
esquema S , un S -esquema X , un S -esquema af´ın en grupos fielmente plano G y
un S -esquema Y con una accio´n σ : Y × G → Y . En esta seccio´n los productos
sera´n sobre S a no ser que se denote lo contrario.
Definicio´n 1.32. Un S -morfismo f : Y → X es un G-torsor si es af´ın, fielmente
plano, G-invariante4 y el morfismo cano´nico (pr1, σ) : Y × G → Y ×X Y es un
isomorfismo.
Dicho en otras palabras, el siguiente diagrama conmuta y el morfismo cano´nico
(pr1, σ) : Y ×G→ Y ×X Y que aparece punteado es un isomorfismo:
Y ×G








Sea f : Y → X es un G-torsor. Del hecho que el morfismo cano´nico (pr1, σ) es un
isomorfismo, G actu´a de manera simplemente transitiva en cada fibra para todo
S -esquema T → S , es decir para todo x, y ∈ Y existe un u´nico g ∈ G tal que
y = xg .
Definicio´n 1.33. Un G-torsor f : Y → X se dice trivial si existe un isomorfismo
ϕ : X ×G→ Y que es G-equivariante5.
Es decir, que hace el siguiente diagrama conmutar
4 f es G-invariante si f(xg) = f(x) para todo g ∈ G y x ∈ Y .







Definicio´n 1.34. Sea f : Y → X un G-torsor, H un S -esquema en grupos fiel-
mente plano y g : Z → X un H -torsor. Un morfismo entre torsores es un par
(β, α) : (Z,H)→ (Y,G) donde α : H → G es un S -morfismo de esquemas afines en
grupos, y β : Z → Y es un X -morfismo de esquemas tales que hacen al siguiente
diagrama conmutar:





Nota 1.35. Del diagrama de la definicio´n 1.34 se tiene que el morfismo β conmuta
con la accio´n.
Entonces se puede definir una accio´n de H en Z×G , dada por h(z, g) = (zh, h−1g).
Con dicha accio´n se puede cocientar Z ×G por sus o´rbitas.
Denote el producto contra´ıdo como Z ×H G := Z ×G/ ∼ donde (z, g) ∼ (z′, g′) si
y solo si existe h ∈ H tal que h(z, g) = (z′, g′).
Lema 1.36. Sea f : Y → X un G-torsor, H un S -esquema en grupos fielmente
plano, g : Z → X un H -torsor, y (β, α) : (Z,H)→ (Y,G) un morfismo de torsores.
Entonces Y is isomorfo a Z ×H G .
Prueba
Tome ψ : Z ×H G→ Y con ψ(z, g) 7→ β(z)g .
Se verificara´ que ψ esta bien definido. Sea (z′, g′) = (z, g) en Z ×H G . Entonces
existe h ∈ H tal que z′ = zh y g′ = h−1g . Por lo cual ψ(z′, g′) = β(z′)g′ =
β(zh)h−1g = β(z)hh−1g = β(z)g . Por tanto esta bien definida.
Ahora como G actu´a de manera simplemente transitiva en cada fibra para todo
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S -esquema T → S entonces es un isomorfismo.
Finalmente es fa´cil verificar que el siguiente diagrama conmuta:
(Z ×H G)×G Y ×G




Lema 1.37. Sea f : Y → X un G-torsor. Existe u : X → Y tal que f ◦ u = idX si
y solo si f : Y → X es un torsor trivial.
Prueba
Suponga que existe u : X → Y tal que f ◦ u = idX . Tome el torsor trivial X × G
y el morfismo de torsores (γ, id) con γ := σ(u, id) donde σ es la G-accio´n sobre Y.
Dicho morfismo hace el siguiente diagrama conmutar:





Por el Lema 1.36, se tiene que f : Y → X es isomorfo a (X × G) ×G G . Ahora
considere ψ : (X × G) ×G G → X × G dada por ψ((x, g), g′) 7→ (x, gg′). Note que
ψ((x, gh−1), hg′) = (x, gg′), es decir esta´ bien definida. Adema´s G actu´a de manera
simplemente transitiva en cada fibra para todo S -esquema T → S . Por lo cual ψ
es un isomorfismo. Es fa´cil ver que conmuta con la accio´n.
Ahora suponga que f : Y → X es un G-torsor trivial. Es decir existe γ : X×G→ Y
un isomorfismo de torsores. Considere el siguiente diagrama conmutativo:





donde el θ es dado al considerar el pullback y el isomorfismo (X × G) ×G S ' X .
Defina ζ := γ ◦ θ . Finalmente observe f ◦ ζ = f ◦ γ ◦ θ = prX ◦ θ = idX .
Nota 1.38. Esta es una versio´n con mayor detalle de la prueba que se puede en-
contrar en el Cap´ıtulo 3 de [15].





Entonces id = ϕ .
Proposicio´n 1.40. La aplicacio´n I → IsomAnR(OAnR , I) es una biyeccio´n entre las
clases de isomorfismos de AnR -modulos localmente libres de rango n y las clases de
isomorfismos de los GLn,AnR -torsores.
La prueba se puede encontrar en la Seccio´n III, 4, no 3 de [6].
1.4 Brotes de Ne´ron
Para esta seccio´n, R es un anillo de valuacio´n discreta, K es el cuerpo de fracciones.
Si T, T ′ son R-esquemas6. Como R es un anillo de valuacio´n discreta, entonces tiene
un punto gene´rico que denotaremos η .
Se dira´ que u es un mapeo modelo si uη es un isomorfismo. Se examinara´n conceptos
de los brotes de Ne´ron, primordialmente la forma de construir nuevos torsores a
partir de un torsor original y el caso cuando se trabaja sobre X = AnR .
Definicio´n 1.41. Sea XK un K -esquema suave, separado y de tipo finito. Un
modelo Ne´ron de XK es un S -esquema X que es separado, suave y de tipo finito y
que cumple la siguiente propiedad universal:
6Un R -esquema es un esquema sobre Spec(R).
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• Para S -esquema suave Y y todo K -morfismo uK : YK → XK existe un u´nico
S -morfismo u : Y → X extendiendo uK .
En otras palabras se puede ver de la siguiente manera, dado el diagrama con las





En particular el modelo de Ne´ron X de la fibra gene´rica XK es u´nico salvo por
isomorfismo. Esto es una consecuencia sencilla de la propiedad universal.
Proposicio´n 1.42. Sea X un S -esquema suave y separable el cual es el modelo
de Ne´ron de la fibra gene´rica XK . Si adema´s XK es un K -esquema en grupos,
entonces la estructura de esquema en grupos de XK se extiende de manera u´nica a
una estructura de S -esquema en grupo en X .
La prueba se puede encontrar en el Cap´ıtulo 1.2 de [5].
Proposicio´n 1.43. Sea X un R-esquema de tipo finito y C un subesquema cerrado
de la fibra especial Xs de X y sea I el haz de ideales de OX que definen C . Sea
X ′ → X el brote de X en C y u : XC → X denote su restriccio´n al subesquema
abierto X ′ donde I · OX es generado por pi . Entonces:
1. XC es un S -esquema plano, y u es un mapeo modelo af´ın,
2. Para todo S -esquema Z y para todo S -morfismo v : Z → X tal que vk se
factoriza a trave´s de C , existe un u´nico S-morfismo v′ : Z → XC tal que v = u◦v′ .
La prueba se puede encontrar en el Cap´ıtulo 3.2 de [5].
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Definicio´n 1.44. Al morfismo u : XC → X de la Proposicio´n 1.43 se le llamara´
el brote de Ne´ron de X en C y nos referiremos a la propiedad 2 como la propiedad
universal del brote de Ne´ron.
En particular la propiedad 1 y 2 de la proposicio´n 1.43 se puede observar con el












La siguiente proposicio´n da la posibilidad de construir un nuevo torsor dado un
torsor original.
Proposicio´n 1.45. Sea G un S -esquema af´ın en grupos plano y algebraico, y H
un subesquema en grupos cerrado de Gs . Sea f : Y → X un G-torsor y Z → Xs un
H -torsor, subtorsor de Ys → Xs . Entonces existe un S-esquema fielmente plano de
tipo finito X ′ , y un mapeo modelo λ : X ′ → X tal que Y Z → X ′ es un GH -torsor
gene´ricamente isomorfo a Yη → Xη . Ma´s au´n, si G es cuasifinito, entonces λ puede
obtenerse despue´s de un nu´mero finito de brotes de Ne´ron.
La prueba se puede encontrar en [3].
Lema 1.46. Sea X = AnR el espacio n-dimensional af´ın y x=(0,...,0) el origen. Sea
X ′ el R-esquema resultante al realizar m-veces el brote de Ne´ron en el punto xs .
Entonces existe un R-isomorfismo X → X ′
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Prueba
Para cualquier entero m se tiene que
X’=Spec( R[x1,...,xn,y1,...,yn]x1−pimy1,...,xn−pimym )
Defina el morfismo
AnR := Spec(R[t1, ..., tn])→ X ′ ti 7→ yi
el cual es el isomorfismo deseado.
2. Extensio´n de un Torsor
Sea X un esquema af´ın de tipo finito y fielmente plano sobre Spec(R) donde R
es un anillo de valuacio´n discreta y Xη su fibra gene´rica definida sobre Spec(K)
con K el cuerpo de fracciones de R . Adema´s sea G un esquema af´ın en grupos y
f : Y → Xη un G-torsor.
En este cap´ıtulo se enfocara´ en examinar la posible existencia de un R-esquema af´ın
en grupos plano G′ y un G′ -torsor Y ′ → X de modo que el pullback sobre Xη sea





Para ello, se supondra´ la existencia de una inmersio´n de Y ↪→ Y ×G GLn,K tal
que Y ×G GLn,K es un GLn,K -torsor trivial para poder construir un candidato a
extensio´n pero, este candidato podr´ıa no ser fielmente plano. En tal caso se realizara´
una cantidad finita brotes de Ne´ron X sobre el origen, esto ya que la fiel planitud
se podra´ verificar con el criterio de planitud por fibras [8]. Por lo tanto, se encontra´
un G′ -torsor f ′ : Y ′ → X ′ que extiende al torsor dado si existe dicha inmersio´n.
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Lema 2.1. Sea X = Spec(A) un esquema af´ın de tipo finito y fielmente plano
sobre Spec(R) con una seccio´n x ∈ X(R)1. Sea G K -esquema af´ın en grupos de
tipo finito, Y = Spec(B)2 un K -esquema f : Y → Xη , un G-torsor puntuado en
y ∈ Y (K) sobre xη . Adema´s si se fija G ↪→ GLn,K asumiendo que el producto
contra´ıdo Z := Y ×G GLn,K es un GLn,K -torsor trivial.
Entonces existe un G′ -torsor f ′ : Y ′ → X ′ que extiende el G-torsor dado, donde
G′ es la clausura de G en GLn,R y X ′ es obtenido a trave´s de un numero finito de
brotes de Ne´ron de xs ∈ X .
Prueba
Se sabe que X = Spec(A) y que S = Spec(R) y denotemos Xη = Spec(AK).
El punto x corresponde a un R-morfismo de α : A → R , al considerar el pro-
ducto tensorial con K se obtiene un K -morfismo αK : AK → K , dicho punto es
el correspondiente xη . Adema´s se ha asumido que se tiene un punto K -racional









Por el Lema 1.37 se obtiene Yxη ' Spec(K) ×Spec(K) G ' G . Como Yxη =
Spec(B ⊗AK K). Si fije C := B ⊗AK K , entonces
G = Spec(C).
En particular C es un cociente de B , por lo cual se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:
1X(R) = Hom(R,X).







Por hipo´tesis se tiene v :=G ↪→ GLn,K con el cual Z := Y ×G GLn,K es un GLn,K -
torsor trivial, entonces fije Z := Spec(D) con D :=AK
[
y11, ..., ynn, 1/ det[yij]
]
. Ahora
considere el morfismo sobreyectivo de AK -a´lgebras inducido por la inmersio´n cerrada
de Y en el GLn,K -torsor trivial Z :
u : AK
[
y11, ..., ynn, 1/ det[yij]
]→ B
Por lo tanto se puede identificar B como el cociente AK
[

















con q(yij) = xij
Considere el morfismo de torsores (u, v), con el cual el siguiente diagrama conmuta:







De la coproducto de D , es decir ∆D(yij) =
n∑
r=1
yir ⊗ yrj el diagrma se traduce en el
siguiente diagrma:
D B











xir ⊗ yrj .
Adema´s como tenemos la accio´n σ : Y × G → Y , tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:






Por el Teorema 1.31 , B tiene estructura de como´dulo de C con la coaccio´n ρB .
Dando como resultado el siguiente diagrama conmutativo
B C ⊗B









xir ⊗ xrj .
Adema´s ∆C(1/ det[xij]) = 1/ det[xij] ⊗ 1/ det[xij] , ya que de manera similar se
obtiene que ∆C(det[xij]) = det[xij]⊗ det[xij] .
Aplicando esto a las siguientes igualdades (C ⊗ id)∆C = id y (SC ⊗ id))∆C = C
se obtiene





Entonces SC(xir) es la entrada i, r de la matriz [xij]
−1 .
Ahora bien, el isomorfismo Y ×G→ Y ×Xη Y , (y, g)→ (y, yg) da como resultado
el siguiente isomorfismo:
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Ψ: B ⊗AK B → C ⊗B , yij ⊗ yrs → ρB(yij)(1⊗ yrs)
Se describira´ Ψ−1 :
Como Ψ(1⊗ yij) = (1⊗ yij) se obtiene Ψ−1(1⊗ yij). Ahora sea


























xir ⊗ δrj = xij ⊗ 1







Se puede observar que el coproducto, la counidad de B y H(yij) por construccio´n
















C ′ := B′ ⊗A R .
Pero para que Spec(B′) sea un torsor sobre Spec(A) necesitamos que B′ sea fiel-
mente plano. Se estudiara´ el caso donde 1. B′ es A-fielmente plano y 2. B′ no es
A-fielmente plano.
Caso B′ es A-fielmente plano








Es R-plano y se tiene estructura de R-a´lgebra de Hopf con:
∆C′ : C





′ → R , C′(xij) 7→ δij,
SC′ : C
′ → C ′ , xij 7→ SC′(xij),
donde SC′(xij) denota la entrada ij de la matriz [xij]
−1 . De manera ana´loga B′
tiene estructura de como´dulo sobre C ′ dada por:
ρB′ : B




Semejantemente se obtiene que:
Ψ: B′ ⊗B′ → C ′ ⊗B′ , yij ⊗ yrs 7→ ρB′(yij)(1⊗ yrs),




Por lo tanto fije G′ := Spec(C ′) y Y ′ = Spec(B′). Entonces G′ es un R-esquema
plano de tipo finito actuando en Y ′ tal que Y ′ → X es G′ -invariante. Adema´s la
flecha Y ′×G′ → Y ′×Y ′ sea un isomorfismo. Por lo tanto Y ′ → X es un G′ -torsor.
Caso B′ no es fielmente plano












donde se puede tomar f1, ..., fm en K
[
[t1, ..., tr, y11, ..., ynn, 1/ det[yij]
]
. Ma´s au´n re-
duciendo denominadores se puede asumir que sus coeficientes pertenecen a R con
por lo menos un elemento de valuacio´n 0. Adema´s podemos reescribir fi de la sigu-
iente manera
α∗(fi)(y11, ..., ynn, 1/ det[yij]) +
Li∑
l=1
vil(y11, ..., ynn, 1/ det[yij])gil(t1, ..., tr)
para algu´n Li ∈ N donde vil y gil son polinomios con coeficientes en R . Como X
es af´ın, sin perdida de generalidad se puede asumir que el punto dado x ∈ X(R) es














Sin perdida de generalidad se puede asumir que es R-plano. Si hubiese R-torsio´n,
bastar´ıa con quitarle la R-torsio´n, esto agregando una cantidad finita de polinomios
f ′1, ..., f
′








De manera ana´loga se puede asumir que la fibra especial del punto x ∈ X(R) es el
origen. Ahora sea e ∈ N , se realizara´ el brote de Ne´ron de X e-veces sobre xs .
Se puede construir de la siguiente manera: fije
t′i := pi






donde u′i es el resultado de remplazar ti por pi
et′i y dividir el polinomio por una
potencia de pi de manera que el polinomio tenga coeficientes en R y al menos un de
ellos tenga valuacio´n 0. Llame X ′ = Spec(A′), entonces X ′ es el brote de Ne´ron de
X e-veces sobre xs deseado.
Recordar que se puede escribir fi como:
fi = α
∗(fi)(y11, ..., ynn, 1/ det[yij]) +
Li∑
l=1
vil(y11, ..., ynn, 1/ det[yij])gil(t1, ..., tr),
por lo cual defina:
f ′i = α
∗(fi)′(y11, ..., ynn, 1/ det[yij]) +
Li∑
l=1
v′il(y11, ..., ynn, 1/ det[yij])g
′
il(t1, ..., tr),
el cual es el polinomio proveniente de remplazar tj con pi
et′j en todos los gjl y
dividiendo el polinomio por una potencia adecuada de pi de manera que tenga
coeficientes en R y por lo menos uno con valuacio´n 0. Ahora a partir de B′ podemos























es isomorfo a G′′s ×k X ′s . Por tanto, es un torsor trivial. Por el Lema 1.37 se tiene
una seccio´n u : X ′s → Y ′′S tal que f ◦U = idX′s . Por lo tanto es fielmente plano sobre
X ′s .
Por el Crite`re de platitude par fibres [Lema 1.24] se concluye que Y ′′ → X ′ es
fielmente plano.
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Ahora por el teorema de Quillen-Suslin [12] se tiene que todo AnQ -mo´dulo proyectivo
finitamente generado es libre para Q un cuerpo cualquiera. Esto asegura la existencia
de la inmersio´n del lema 2.1.
Teorema 2.2. Sea X = AnR = Spec(R[t1, ..., tn]) el espacio n-dimensional af´ın y
x = (0, ..., 0) el origen. Sea G un K -esquema en grupos plano de tipo finito y
f : Y → Xη un G-torsor puntuado en y ∈ Yxη(K). Entonces existe un R-esquema
af´ın en grupos G′ y un G′ -torsor f ′ : Y ′ → X ′ , puntuado en y′ ∈ YX(R), que
extiende al G-torsor Y dado, donde X ′ se obtiene al realizar el brote de Ne´ron una
finita cantidad de veces sobre xs ∈ Xs
Prueba
Por la Proposicio´n 1.40 sabemos que existe una biyeccio´n entre los K -mo´dulos lo-
calmente libres de rango n y los GLn,AnK -torsores. Por Proposicio´n 1.20 todo OAnK -
mo´dulo localmente libre se le puede asociar un AnK -mo´dulo proyectivo finitamente
generado. Por Teorema Quillen-Suslin (Cap´ıtulo XXI de [12]) todo mo´dulo proyec-
tivo sobre AnK es libre. Por lo cual todo GLn,AnK -torsor es trivial. Por tanto, basta
aplicar el Lema 2.1
Corolario 2.3. Sea X = AnR el espacio af´ın n-dimensional y x=(0,...,0) punto ori-
gen. Sea G un K-esquema af´ın en grupos de tipo finito y f : Y → X un G-torsor
puntuado en y ∈ Yxη(K). Entonces posiblemente despue´s de realizar un auto-
morfismo de AnK , existe un G’-torsor f ′ : Y ′ → AnR puntuado en y′ ∈ YX(R) que
extiende al G-torsor Y.
Prueba
El resultado es una consecuencia inmediata del Teorema 2.2 y el Lema 1.46
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En particular el Corolario 2.3 se puede visualizar con el siguiente diagrama conmu-








Tome R un anillo de valuacio´n discreta, K su cuerpo de fracciones y un esquema af´ın
X = Spec(A) con una seccio´n x ∈ X(R). Dado G un K -esquema af´ın en grupos
de tipo finito, f : Y = Spec(B) → Xη un G-torsor puntuado en y ∈ Y (K) sobre
xη , se ha probado que fijando una inmersio´n G ↪→ GLn,K con el cual el producto
contra´ıdo Y ×GGLn,K sea un GLn,K -torsor trivial el G-torsor f : Y → Xη se puede
extender a un G′ -torsor f ′ : Y ′ → X ′ realizando el brote de Ne´ron un nu´mero finito
de veces siempre sobre el origen.
Si X = AnR = Spec(R[t1, ..., tn]) el espacio n-dimensional y el punto x = (0, ..., 0) el
origen, cualquier G-torsor finito f : Y → Xη puntuado en y ∈ Y (K) sobre xη se
puede extender a un G′ -torsor f ′ : Y ′ → X ′ al realizar un nu´mero finito de brotes
de Ne´ron sobre el origen.
Adema´s, por el Lema 1.46 se puede extender todo G-torsor f : Y → AnK puntuado en
y ∈ Y (K) sobre xη a un G′ -torsor f : Y ′ → AnR despue´s de realizar un automorfismo
de AnK .
Es posible obtener un resultado similar al Teorema 2.2 al considerar el caso donde
X = Spec(R[X]/xn) ya que el Lema 2.1 se puede aplicar al espectro de anillos
locales. En tal caso, se obtiene un resultado ana´logo para X = αp,R , que ser´ıa el
caso donde n = p = char(R).
A partir del Teorema 2.2, al fijar R un anillo de valuacio´n discreta y K su cuerpo
de fracciones. Usando las definiciones de [4], se puede considerar el triplete (Y,G, x)
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donde Y → X es un G-torsor punteado en X . Denote (Xˆ, pi(X, x), x) [(Xˆ, piqf (X, x), x)
respectivamente] como el l´ımite proyectivo de torsores finitos [cuasi-finito respeti-
vamente] y cuasi-galoisianos [cuasi-qf-galoisiano]. Se puede formular la siguiente
conjetura la cual se sale del enfoque central de este trabajo:
Conjetura 3.1. Sea piqf (AnK , 0) el grupo fundamental cuasifinito del esquema AnK
en el origen. Entonces el siguiente morfismo fielmente plano
pi(AnK , 0)→ piqf (AnK , 0)×R K ,
es un isomorfismo.
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